Dérivées et points d’intéréts

On avu les fonctions, ce qu’on peut faire avec les fonctions, et méme comment trouver certaines
fonctions simples.

Mais comment peut-on analyser une fonction ?

La dérivée d’une fonction est une fonction qui décrit son évolution.

(...)

Ce n’est pas tres éclairant, ga...

La dérivée f' d’une fonction f est une fonction qui décrit 'évolution de la fonction f.
Plus précis, et cela inclut la notation f prime, mais pas plus clair...

Prenons 'exemple d’une pente. Sur la route, une pente de 7% signifie une pente raide, et que sion la
descend il faut utiliser le frein moteur, ou que si on la monte il ne faut pas rester derriére un camion.

Le 7% signifie que pour 100 métres parcourus a ’horizontale, 7 métres sont parcourus a la verticale.

Eh bien, la dérivée d’une fonction, c’est Uestimation de la pente de cette fonction a chaque valeur de
x. Et de toutes ces estimations on fait une nouvelle fonction qu’on appellera f'.

Pour une simulation de la dérivée d’une fonction carrée, cliquer sur le lien suivant : dérivée d’une
fonction carrée.

Je pense que c’est un peu plus clair. Ca le sera peut-étre plus avec des exemples.

La dérivée d’une constante est 0 : une constante, par définition, ne change pas, n’a pas de pente.
fG)=c->f'(x)=0

Noter qu’on disait f de x pour la fonction ; pour la dérivée, on dira f prime de x.

La dérivée d’une fonction linéaire (passant par 'origine) est simplement la pente de la fonction :
f)=ax->f'(x)=a

Pour une fonction carrée, cela devient un peu plus compliqué : la pente n’arréte pas de changer. On
peut faire "approximation de calculer la pente entre des paires de points trés rapprochées tout le
long de la courbe. On obtient alors une collection de points qui forme une fonction affine. On peut
en trouver facilement la forme :

f(x) =ax? - f'(x) = 2ax
On note alors & nouveau un motif : la dérivée de ax, c’est a. La dérivée de ax?, c’est 2 ax. On devine
que la dérivée de ax3, c’est 3ax?...?

Bingo.

On en déduit une formule permettant de trouver la dérivée d’une fonction simple ou d’un polyndme
(apres tout, un polyndme n’est jamais qu’une somme de fonction simples) :

Pour f(x) = ax™, f'(x) = nax™!

On pourrait passer a un moment pour construire une liste des dérivées de toutes les fonctions
simples (affine, carrée, cubique, etc.), mais ce serait fastidieux et, a la fin et a mon avis, inutile :
mieux vaut appliquer cette formule. Mais n’allez pas croire qu’il serait completement inutile de
vérifier :


https://www.geogebra.org/m/pwv5w5mf
https://www.geogebra.org/m/pwv5w5mf

e surune feuille de calculs, dresser le tableau de valeurs d’une fonction avec un petit pas (au
maximum 0.1)

e dans une colonne, calculer la pente entre les deux premiers points de la fonction ; pour
rappel, la formule pour calculer la pente d’une fonction de type f(x) = ax™:

_ Yn+1 =™ In
- .,m _ .m
Xn+1 ~ Xn

Oui, j’ai da utiliser la lettre m pour 'exposant parce que la lettre n était prise pour le rang...

e copierlaformule jusqu’a l’avant derniere cellule de la fonction
e faire un graphique, et deviner quelle fonction décrit la dérivée

A coup sir, la fonction sera donnée par la formule que j’ai donnée. Si ce n’était pas le cas, en tant
que prof de maths, je serais bien embété...

Intéressons-nous plutbét a ce a quoi cela pourrait bien servir, une dérivée.

La réponse est dans comment on l’a trouvée : c’est une mesure de ’évolution de la fonction. Sl la
dérivée est négative, la fonction décroit ; si elle est positive, elle crofit.

Et si la dérivée est égale a 0 en un point x, alors la fonction atteint un extremum a ce point.
La dérivée permet donc de trouver les coordonnées de U'extremum d’une fonction.
Tout cela serait trés bien si seulement on savait ce que c’était, un extremum.
Un extremum est un maximum ou un minimum.
Maintenant, on sait.
Prenons un exemple.
On a un polynéme du second degré :
f(x) =—-0.2x% —10x — 50

On a compris que la dérivée nous permettrait de trouver les coordonnées de son extremum. On
trouve donc la dérivée :

f'(x) = (2)(=0.2)x*~! = (1)(10)x*~* — (0)(50)x°~*
f'(x) =—0.4x—10

Nous savons que la ou la dérivée est égale a zéro, cela correspond a la coordonnée horizontale de
son extremum. On égalise la fonction a zéro, et on résout pour x :

0= —0.4x—10
_ o
*TT0a T

La coordonnée x de 'extremum est donc égale a -25. Pour trouver sa coordonnée y, il suffit d’insérer
ce résultat dans la fonction originale :

f(—=25) = —0.2(—25)? — 10(—25) — 50
f(—=25) =75
Les coordonnées de l’extremum de cette fonction sont donc :
(—25;75)

Pour savoir s’il s’agit d’un maximum ou d’un minimum, il suffit de regarder le signe de a : s’il est
négatif, la parabole est ouverte vers le bas. Il s’agit dont ici d’'un maximum.



L’utilité des dérivées et de leurs réciproques, les primitives, va bien plus loin que la découverte de
points d’intéréts comme le ou les extrema d’une fonction. Par exemple, elles peuvent servir a
(re)découvrir la formule quadratique.

On note que 'extremum d’un polyndme du second degré se trouve a une distance égale a +f3 de ses
racines — la ol la courbe croise ’axe des abscisses. Si on pouvait trouver la valeur de {3, on pourrait
trouver une formule qui nous permettrait de calculer les coordonnées de ces racines.

Tout d’abord, trouvons une formule pour 'extremum, et appelons sa coordonnée horizontale h :

f(x) =ax?+bx+c

f'(x) =2ax+b
0 = 2ah+b
_ b
T 2a

La coordonnées verticale k est obtenue simplement en intégrant h dans la fonction originale :

13 -el2) w0
2a 2a 2a
Mais ce qui nous intéresse, c’est 3. Prenons le cas ou on ajoute f3 :
F-B)=a(~+5) +b(-24)+
2a 2a 2a
Et nous savons qu’a h + (3, la fonction, croisant 'axe des abscisses, est égale a zéro :

2

O=a(—£+6) +b(—£+6)+c

2a 2a
Développons :
0 =a< b —@+62>—b—2+b3+c
4a*2 a 2a
0=—2—b6+a62—b—2+b3+c
4a 2a
Les choses se simplifient, des termes s’annulent :
0= b—z +ap? — Z—bZ +c
4a 4a

Et se simplifient encore...

b2
O=aBZ—E+c

On peut enfin résoudre pour 3 :

Qu’on peut réécrire :

b% — 4ac

2 =
ap 4a

On finit de résoudre et on simplifie encore :



b? — 4ac

2 =

B 4q?

- b? — 4ac
B 4a?
_Vb% —4ac

b= 2a

Pour trouver autre racine, il suffit de soustraire . La formule quadratique est donc :
—b +Vb% — 4ac
X =
2a

Ce qui nous fait une deuxieme preuve de la formule quadratique (la premiere était dans la section
sur les équations du second degré).

C’est sympa, les dérivées.

Forme vertex

Ca pourrait étre utile, donc je vais l'ajouter la : il existe une autre maniére d’écrire un polynédme de
degré 2 : la forme vertex. Au lieu de connaitre des coefficients a, b et c, il suffit de connaitre les
coordonnées du vertex et les coordonnées d’un autre point pour la trouver :

f)=alx—h)?+k
La preuve :
On commence avec la forme classique :
f(x) =ax?+bx+c
Avec la dérivée, on trouve les coordonnées de Uextremum :
0=2ah+b
_—b
2a

On souhaite remplacer b et ¢ ; on résout donc :

b =—2ah

b2
C=k+E
¢ =k+ ah?

On remplace b et c dans la forme classique, on factorise le a :

f(x) = ax? — 2ahx + k + ah?



f(x) =a(x?—-2hx+h?)+k
On reconnait Uidentité (a — b)? = a? + b? — 2ab:

f(x) =alx—h)?+k

Problématiques

Le probleme du cascadeur : trouver la vitesse minimale d’un véhicule pour qu’il puisse sauter d’une
rampe et atterrir sur une plateforme en hauteur.


00_problématiques/derivees_cascadeur.htm

